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	Otto Hölder: Ueber einen Mittelwerthssatz

	







gebildeten Mittelwerth der zugehörigen Argumente entspricht. Dabei ist der Begriff des arithmetischen Mittels gleich in der allgemeinen Weise zu nehmen, daß jedem der Werthe, aus welchen dasselbe zu bilden ist, eine beliebige positive Größe als Gewicht zugeordnet wird, so daß also die Formel


	
	a1φ(x1)+a2φ(x2)+⋯+anφ(xn)a1+a2+⋯+an>φ(a1x1+a2x2+⋯+anxna1+a2+⋯+an){\displaystyle {\frac {a_{1}\varphi (x_{1})+a_{2}\varphi (x_{2})+\cdots +a_{n}\varphi (x_{n})}{a_{1}+a_{2}+\cdots +a_{n}}}>\varphi \left({\frac {a_{1}x_{1}+a_{2}x_{2}+\cdots +a_{n}x_{n}}{a_{1}+a_{2}+\cdots +a_{n}}}\right)}[image: {\displaystyle {\frac {a_{1}\varphi (x_{1})+a_{2}\varphi (x_{2})+\cdots +a_{n}\varphi (x_{n})}{a_{1}+a_{2}+\cdots +a_{n}}}>\varphi \left({\frac {a_{1}x_{1}+a_{2}x_{2}+\cdots +a_{n}x_{n}}{a_{1}+a_{2}+\cdots +a_{n}}}\right)}]


den Ausdruck des genannten Satzes darstellt.


2.

Um diesen Satz zu beweisen, beginne ich mit dem Fall, in welchem zwei Argumente x1{\displaystyle x_{1}}[image: {\displaystyle x_{1}}] und x2{\displaystyle x_{2}}[image: {\displaystyle x_{2}}] vorhanden sind. Der Mittelwerth werde mit s{\displaystyle s}[image: {\displaystyle s}] bezeichnet,


	
	s=a1x1+a2x2a1+a2,{\displaystyle s={\frac {a_{1}x_{1}+a_{2}x_{2}}{a_{1}+a_{2}}},}[image: {\displaystyle s={\frac {a_{1}x_{1}+a_{2}x_{2}}{a_{1}+a_{2}}},}]


wo a1{\displaystyle a_{1}}[image: {\displaystyle a_{1}}] und a2{\displaystyle a_{2}}[image: {\displaystyle a_{2}}] positive Größen bedeuten.

Der Einfachheit wegen möge angenommen werden, daß die Größe x1{\displaystyle x_{1}}[image: {\displaystyle x_{1}}] die kleinere sei, so daß also


	
	x1<s<x2{\displaystyle x_{1}<s<x_{2}}[image: {\displaystyle x_{1}<s<x_{2}}]


ist. Nach dem Fundamentalsatz der Differentialrechnung ist nun


	
	φ(x1)−φ(s)=(x1−s)[φ′(x)]x1,s{\displaystyle \varphi (x_{1})-\varphi (s)=(x_{1}-s)[\varphi '(x)]_{x_{1}^{},s}}[image: {\displaystyle \varphi (x_{1})-\varphi (s)=(x_{1}-s)[\varphi '(x)]_{x_{1}^{},s}}]


wo [φ′(x)]x1,s{\displaystyle [\varphi '(x)]_{x_{1}^{},s}}[image: {\displaystyle [\varphi '(x)]_{x_{1}^{},s}}] einen unbekannten Mittelwerth aus den Werthen von φ′(x){\displaystyle \varphi '(x)}[image: {\displaystyle \varphi '(x)}] im Intervall x1,…s{\displaystyle x_{1},\ldots s}[image: {\displaystyle x_{1},\ldots s}] bedeutet. Man findet daher


	
	φ(x1)−φ(s)=a2a1+a2(x1−x2)[φ′(x)]x1,s{\displaystyle \varphi (x_{1})-\varphi (s)={\frac {a_{2}}{a_{1}+a_{2}}}(x_{1}-x_{2})[\varphi '(x)]_{x_{1}^{},s}}[image: {\displaystyle \varphi (x_{1})-\varphi (s)={\frac {a_{2}}{a_{1}+a_{2}}}(x_{1}-x_{2})[\varphi '(x)]_{x_{1}^{},s}}]


und ganz ebenso


	
	φ(x2)−φ(s)=a1a1+a2(x2−x1)[φ′(x)]s,x2.{\displaystyle \varphi (x_{2})-\varphi (s)={\frac {a_{1}}{a_{1}+a_{2}}}(x_{2}-x_{1})[\varphi '(x)]_{s,x_{2}^{}}.}[image: {\displaystyle \varphi (x_{2})-\varphi (s)={\frac {a_{1}}{a_{1}+a_{2}}}(x_{2}-x_{1})[\varphi '(x)]_{s,x_{2}^{}}.}]


Indem man jetzt mit a1{\displaystyle a_{1}}[image: {\displaystyle a_{1}}] beziehungsweise mit a2{\displaystyle a_{2}}[image: {\displaystyle a_{2}}] multiplicirt und dann addirt, ergeben die beiden letzten Gleichungen die Relation


	
	
a1φ(x1)+a2φ(x2)−(a1+a2)φ(s)=a1a2a1+a2(x2−x1){[φ′(x)]s,x2−[φ′(x)]x1,s}.{\displaystyle a_{1}\varphi (x_{1})+a_{2}\varphi (x_{2})-(a_{1}+a_{2})\varphi (s)={\frac {a_{1}a_{2}}{a_{1}+a_{2}}}(x_{2}-x_{1})\left\{[\varphi '(x)]_{s,x_{2}^{}}-[\varphi '(x)]_{x_{1},s}\right\}.}[image: {\displaystyle a_{1}\varphi (x_{1})+a_{2}\varphi (x_{2})-(a_{1}+a_{2})\varphi (s)={\frac {a_{1}a_{2}}{a_{1}+a_{2}}}(x_{2}-x_{1})\left\{[\varphi '(x)]_{s,x_{2}^{}}-[\varphi '(x)]_{x_{1},s}\right\}.}]




Nach Voraussetzung ist der Differentialquotient φ′(x){\displaystyle \varphi '(x)}[image: {\displaystyle \varphi '(x)}] eine zunehmende Function, es ist also auch


Empfohlene Zitierweise:
Otto Hölder: Ueber einen Mittelwerthssatz. Dieterichsche Verlags-Buchhandlung, Göttingen 1889, Seite 39. Digitale Volltext-Ausgabe bei Wikisource, URL: https://de.wikisource.org/w/index.php?title=Seite:Otto_H%C3%B6lder_Ueber_einen_Mittelwerthssatz_1889.pdf/2&oldid=- (Version vom 1.8.2018)










[image: ]

[image: ]

Von „https://de.wikisource.org/w/index.php?title=Seite:Otto_Hölder_Ueber_einen_Mittelwerthssatz_1889.pdf/2&oldid=3377374“


				
			

			
			

		
		
		  
  	
  		 
 
  		
  				Zuletzt bearbeitet am 1. August 2018 um 08:00
  		
  		 
 
  	

  
	
			
			
	    Sprachen

	    
	        

	        

	        Diese Seite ist nicht in anderen Sprachen verfügbar.

	    
	
	[image: Wikisource]



				 Diese Seite wurde zuletzt am 1. August 2018 um 08:00 Uhr bearbeitet.
	Der Inhalt ist verfügbar unter CC BY-SA 4.0, sofern nicht anders angegeben.



				Datenschutz
	Über Wikisource
	Impressum
	Verhaltenskodex
	Entwickler
	Statistiken
	Stellungnahme zu Cookies
	Nutzungsbedingungen
	Klassische Ansicht



			

		
			








